Sur les prolongements ponctiformes des homéomorphies  by Duda, R.
MATHEMATICS 




(Communicated by Prof. A. HEYTING at the meeting of November 28, 1959) 
Soit, pour i = 1 et 2, Xi un espace metrique compact et Ai un ensemble 
frontiere dans Xt (c'est-a-dire tel que Xt-Ai=Xi, le signe- designant 
la fermeture). Alors, toute fonction continue: f:X1-A1--+X2-A2 qui 
est prolongeable a une fonction continue t: X1--+ X2 ne I' est que d'une 
seule maniere (voir par exemple [7], p. 28, theoreme 2.3). 
M. DE GROOT a demontre (voir [2], p. 419, probleme, et p. 421, theoreme 
III) que pour qu'une homeomorphie quelconque entre X1-A1 et X2-A2 
se laisse prolonger a nne homeomorphie entre X1 et X2, il suffit que 
chacun des ensembles Ai soit de dimension 0 et ne soit en aucun de ses 
points separateur local de xi (c'est-a-dire que tout point a E Ai se laisse 
entourer dans Xt d'un ensemble on vert U a de diametre aussi petit que 
l'on vent, tel que !'ensemble Ua-At soit connexe). Le theoreme 1 qui va 
·suivre en est nne generalisation: !'hypothese de la dimension 0 des 
ensembles At y est remplacee par celle que ces ensembles soient poncti-
formes (c'est-a-dire dont tout sous-continu se reduit a un point), done 
par nne propriete moins restrictive, car il existe des ensembles poncti-
formes de toute dimension, meme parmi les ensembles connexes dans les 
espaces euclidiens (voir par exemple [3]). Je dois a M. A. LELEK nne 
contribution importante a cette generalisation. 
Commen<;ons par rappeler deux theoremes generaux suivants: 
(I) Les espaces Xi etant metriques compacts et At etant un ensemble 
quelconque dans Xt, la condition necessaire et suffisante pour qu'une trans-
formation de X1-A1 en X2-A2 soit uniformement continue, est qu'elle 
trans forme les suites fondamentales (au sens de Cauchy) en des suites 
fonda mentales. 
En effet, c'est nne forme qualitative, d'ailleurs facile a etablir directe-
ment, d'un theoreme plus general et plus precis de SIKORSKI (voir [6], 
p. 123, theoreme 4.2). 
(II) Les espaces Xi etant metriques compacts et Ai etant un ensemble 
frontiere dans Xt, la condition necessaire et suffisante pour qu'une homeo-
morphie h: X1-A1 *7 X2-A2 se laisse prolonger a une homeomorphie 
h*: xl *7 x2 est que h et sa reciproque h-1 soient des fonctions uniformement 
continues (cf. [7], p. 25). 
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En e:ffet, cette condition est necessaire en vertu d'un theoreme de 
HEINE (voir [4], p. 16) et elle est su:ffisante en vertu du tMoreme precite 
de WHYBURN (voir [7], p. 28, tMoreme 2.3), d'apres lequelle prolongement 
h* est en outre unique. 
Ainsi, chaque propriete des ensembles A, qui assure l'invariance reci-
proque des suites fondamentales par une homeomorphie entre X1- A1 
et X2- A 2 su:ffit pour que cette homeomorphie se laisse prolonger - et 
d'une seule maniere - a une homeomorphie entre X1 et X2. On n'aura 
done a appliquer que les parties de (I) et (II) qui concernent la su:ffisance 
des conditions dont il y est question. C'est ce que nous allons faire. 
Theoreme 1. Les espaces X, etant rnetriques compacts et A, etant un 
ensemble frontiere dans X,, ponctiforme et qui n'est en aucun de ses points 
separateur local de X,, toute homeomorphie h: X 1 -A1 ~ X 2 -A2 se laisse 
prolonger a une homeomorphie h*: x1 ~ x2. 
Demonstration. En vertu de (I) et (II) et par raison de symetrie 
de h et h-1, il su:ffit de montrer que h transforme les suites fondamentales 
de points de X1-A1 en des suites fondamentales de ceux de X2-A2. 
Soit dans ce but {xn} une suite fondamentale de points de X1-A1. Vu 
la compacite de X1, elle est done convergente. Soit x = lim Xn. Si 
x E X1-A1, on a h(x) E X2 -A2 et h(x) = lim h(xn); la suite {h(xn)} est 
done fondamentale. ,._..oo 
Pour montrer qu'il en est de meme si 
(1) 
supposons que la suite {h(xn)} ne soit pas fondamentale. Vu la compacite 
de X2, cela revient a supposer qu'elle contienne deux suites partielles 
disjointes {h(xn')} et {h(xn")}, convergentes vers deux points distincts 
y' et y" de x2 respectivement: 
(2) y' = lim h(xn'), y" = lim h(xn") et y' =Fy". 
n-+oo 
A1 n'etant pas, par hypothese, separateur local de X1 au point x, il 
est aise d'etablir !'existence dans X 1 -A1 d'une suite descendante {Ok} 




En e:ffet, u1 etant un entourage ouvert de X dans x1, tel que U1-A1 
est connexe, soit n1 un indice tel que Xn/ E u1 et Xn/' E u1. Posons 
01 = U1-A1 et, !'ensemble connexe Ck-1 suppose defini, considerons un 
entourage ouvert Uk de X dans X1 de diametre inferieur a k-1 et a la 
distance entre X et x1- u k-1, done contenu dans u k-1 et tel que u k- A1 
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soit connexe. Alors, nk etant un in dice tel que Xnk' E U k, Xnk" E U k et qui 
depasse les indices n1, ... , nk-I, posons Ck= Uk-A1• La suite {Ok} ainsi 
definie satisfait manifestement aux conditions requises. 
Celle des images homeomorphes {h(Ok)} est done egalement une suite 
descendante de sous-ensembles connexes de X 2 - A2• Leurs fermetures 
h(Ck) constituent par consequent une suite descendante de continus. Xz 
etant compact par hypothese, leur partie commune est un continu (voir 
[4], II, p. llO, corollaire 5) et il coi:ncide (voir [4], I, p. 245, regie 8) avec 
la limite topologique des h(Ck). En la designant par 0, on peut done poser 
00 
(5) C = n h(Ck) = Lim h(Ck)· 
k=l k-+00 
Les consequences h(xnk') E h(Ck) et h(xnt) E h(Ck) de (3) entrainent en 
vertu de (2) et (5) que y' E C et y" E C. Le continu C ne se reduit done pas 
a un point. Ainsi, A 2 etant ponctiforme par hypothese, on a C- Az i= 0. 
Soit yEC-Az, d'ou 
(6) 
pui~que C -Az C Xz-A2 • Soit {Yk} une suite de points tels que Yk E h(Ck), 
d'ou 
(7) 
et que y= lim yk, d'ou h-I(y)= lim h-I(yk) et par consequent 
k-+00 k-+00 
(8) lim h-1 (yk) EX1-A1 
k--'>00 
en vedu de (6). Il vient lim h-I(yk)=x en vertu de (7) et (4), ce qui 
k-+00 
contredit (8) en vertu de (1). 
Corolla ire . Les espaces X t etant des varietes compactes ( c 'est-a-dire 
localement homeomorphes a des spheres massives euclidiennes) a n> 1 
dimensions, toute homeomorphie h: X 1 -A1 +0> X 2 -A 2 , ou At sont des 
ensembles ponctiformes quelconques, se laisse prolonger a une homeomorphie 
h*: X1 +0> Xz. 
En effet, At est alors un ensemble frontiere dans Xt, tout ensemble 
ponctiforme l'etant evidemment dans tout continu. En meme temps, 
Ai n'est pas un separateur local de Xt, car Ua etant un entourage ouvert 
d'un a E 4t dans xi dont la fermeture Ua est homeomorphe a une sphere 
massive euclidienne, }'ensemble Int (Ua) -Ai, done aussi Ua-Ai, est 
connexe (voir [5], p. 94, theoreme). 
Ce corollaire ne subsiste cependant pas pour les varietes non-compactes, 
et meme deja pour les plus simples, comme la sphere avec une lacune 
par exemple. En effet, soient X 1 = X 2 le plan euclidien, A1 = A2 l' ensemble 
compose d'un seul point et h !'inversion dont il est le centre. Il n'existe 
alors aucune homeomorphie h*: X1 +0> X2 qui coi:ncide avec h sur X1-A1. 
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Le theoreme 2, qui suit, donne cependant une condition caracterisant, 
dans une classe tres vaste de varietes, les homeomorphies h pour lesquelles 
de tels h * existent. 
Appelons variete presque compacte toute variete homeomorphe a une 
variete compacte sans un ensemble au plus clairseme (c'est-a-dire n'ayant 
pas de sous-ensembles non-vides denses en soi). Telles sont en particulier 
toutes les multiplicites compactes et tous les espaces euclidiens, mais 
aussi le plan dont on a enleve par exemple le point a l'origine et la suite 
de cercles (x-n-1)2+y2<;2-(n+l) tout entiers ou meme prives d'un arc 
(y compris ses bouts) a leur frontiere. Par contre, le plan dont on n' a enleve 
qu'une circonference n'est pas une multiplicite presque compacte, car en 
le compactifiant a l'aide d'un ensemble clairseme - ce qui n'est possible 
dans ce cas qu'en lui ajoutant un point - la definition de la variete serait · 
en defaut dans ce point. 
Appelons en outre une suite infinie de points d'un espace completement 
divergente (cf. [1], p. 351) lorsqu'aucune de ses suites partielles n'y con-
verge. Il est facile de voir que 
(9} X etant compact et xo C X, la divergence complete d'une suite S de 
points dans xo equivaut a ce que toutes les suites partielles de s qui 
sont convergentes dans X aient leurs limites dans X- xo. 
Theoreme 2. Les espaces xio etant des varietes presque compactes 
a n> 1 dimensions et les ensembles AiO etant ponctiformes dans xio, la 
condition suffisante et necessaire pour qu'une homeomorphie 
ho: X1°-A1° *+ Xz0-A20 
se laisse prolonger a une homeomorphie h0* : X1 *+ X 2 est que ho transforme 
les suites completement divergentes dans X 10 en des suites completement 
divergentes dans x2o· 
Demonstration. On peut evidemment admettre que xio fait 
directement partie d'une multiplicite compacte Xi et que Xi-Xi0 est 
clairseme. En posant Ai=Ato u (Xt-XtO), on aura done 
(10} 
et l'on constatera aussitOt que 
(11} Ai est ponctiforme. 
En effet, supposons que At contienne un continu 0 ne se reduisant a 
un point. On aurait done 0 = [0 nAtO] u [0 n (Xt-XtO)], le premier 
sommande etant ponctiforme et le seconde clairseme, done non-dense dans 
0 (voir [4], I, p. 46, theoreme Vl,1}. Alors, d etant la distance entre lui 
et un point a de }'ensemble 0-0 n (Xt-XtO), ouvert dans 0 et contenu 
dans le sommande 0 nAto, il y aurait dans cet ensemble ouvert des 
sous-continus contenant a (a savoir de diametre inferieur a d), mais ne 
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se reduisant pas a ce point (voir [ 4 ], II, p. 113, theoreme 4), contrairement 
a la ponctiformite du sommande en question. 
Pour montrer a present que la condition du theoreme est suffisante, 
notons que l'homeomorphie donnee ho: X10-A1o -<E+ X20-A2o est identi-
que, en vertu de (10), a une homeomorphie h: X1-A1 -<E+ X2-A2 et 
prolongeons-la a l'homeomorphie h*: X1 -<E+ X2, ce qui est possible en 
vertu de ( ll) et du corollaire. 
Le sur-ensemble A1 de X1-X1o, en tant que ponctiforme, etant un 
ensemble frontiere dans la variete X 1 de dimension positive, soit 
(12) x = lim Xn, 
n--+oo 
ou x E X1-X1o et Xn E X1-A1 =X10-A1° pour n= 1, 2, ... D'apres (9), 
la suite {xn} est done completement divergente dans xlo, ce qui entraine 
en vertu de la condition admise la divergence complete dans X 20 de la 
suite {ho(xn}}, c'est-a-dire de la suite {h(xn)} = {h*(xn)}, d'ou h*(x) = 
= lim h(xn) en vertu de (12) et par consequent h*(x) E X 2 -X20 en 
vertu de (9). 
II est ainsi etabli que X E Xl-Xl0 entraine h*(x) E x2 -X20; il en resulte 
par !'implication symetrique pour h*-1 que l'homeomorphie h*: xl -<E-7- x2 
transforme X1-X10 en X 2-X2o (point essentiel, comme l'a montre 
l'exemple de !'inversion), done aussi xlo en x2o· 
Reste a poser ho* =h* IX1°, l'homeomorphie h, dont h* est le prolonge-
ment sur Xt, coincidant - comme on l'a vu - avec ho sur X10-A10. 
La necessite de la condition peut etre demontree comme suit. Soit {xn} 
une suite de points de XlO-AlO completement divergente dans xlo· 
Supposons que ho etant une homeomorphie entre xlo-AlO et x2o-A20, 
la suite {ho(xn)} contienne une suite partielle {ho(Xnk)} convergente dans 
X20 vers un point X E X2°. L'existence de l'homeomorphie ho*: X10 -<E-7- X20 
prolongeant h0 entrainerait done lim Xnk= lim h0*-l[h0(xnk)]=h0*-l(x) E 
k--+oo k--+oo 
E X10, contrairement a la divergence complete admise pour la suite {xn}• 
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